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Известно, ÷то кëасси÷еская произвоäственная
функöия в эконоìике выãëяäит сëеäуþщиì об-
разоì:

P
i
 = exp(β

0
) , (1)

ãäе P
i
 — объеì произвоäства некотороãо эконоìи-

÷ескоãо объекта в i-ì набëþäении, i = 1, ..., p; L
i
 и

K
i
 — объеìы труäозатрат и сäеëанных капитаëов-

ëожений соответственно; β
0
, β

1
 и β

2
 — параìетры

äанноãо объекта, постоянные при всех i.

Иноãäа в функöиþ (1) вкëþ÷аþт и äруãие про-
извоäственные факторы, вëияþщие на объеì про-
извоäства. Такой виä произвоäственной функöии
характерен äëя äетерìинированноãо описания про-
извоäственноãо проöесса. Оäнако äетерìиниро-
ванностü функöии (1) не позвоëяет у÷естü сëу÷ай-
ные факторы, присутствие которых неизбежно
оказывает вëияние на произвоäственный проöесс.

Настоящая работа посвящена описаниþ кон-
öепöии, призванной устранитü эти неäостатки, и
ее öеëü закëþ÷ается в разработке приëожения,
расøиряþщеãо возìожности приìенения äанной
конöепöии.

1. ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÏÎÍßÒÈÅ 

ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ

Дëя устранения отìе÷енных неäостатков вìес-

то исхоäной функöии (1) испоëüзуþт ìоäеëü сëе-

äуþщеãо виäа, называеìуþ стохасти÷еской произ-

воäственной функöией:

P
i
 = exp(β

0
) exp(ε

i
), (2)

ãäе ε
i
 — сëу÷айная веëи÷ина, характеризуþщая

всевозìожные сëу÷айные возäействия на объеì

произвоäства объекта в i-ì набëþäении. Поэтоìу

зäесü P
i
, i = 1, ..., p, — это уже сëу÷айные веëи÷ины

(взаиìно независиìые и оäинаково распреäеëен-

ные). Заìетиì, ÷то öеëесообразна ìоäеëü иìенно в

такой форìе. Действитеëüно, проëоãарифìировав

выражение (2), поëу÷иì ëинейнуþ зависиìостü

lnP
i
 = β

0
 + β

1
lnL

i
 + β

2
lnK

i
 + ε

i
. (3)

Обозна÷иì lnP
i
 = Y

i
, lnL

i
 = x

i1
, lnK

i
 = x

i2
, ëоãа-

рифìы зна÷ений остаëüных возìожных факторов

обозна÷иì ÷ерез x
i3
, ..., x

in
 (есëи же они не ис-

Преäëожены рекоìенäаöии (стратеãия управëения фактораìи неэффективности) эконо-

ìи÷ескоìу объекту, заниìаþщеìуся произвоäствоì, по орãанизаöии операöий в öеëях

ìаксиìизаöии эффективности еãо äеятеëüности. Указанная стратеãия разработана путеì

анаëиза произвоäственной эффективности в ìоäеëи произвоäственноãо потенöиаëа,

построенной в раìках конöепöии ãрани÷ной стохасти÷еской произвоäственной функ-

öии. Дано сравнение преäëоженноãо поäхоäа с кëасси÷ескиì реãрессионныì анаëизоì.

Ключевые слова: произвоäственная функöия, произвоäственные факторы, стохасти÷еская произ-
воäственная функöия, конöепöия ãрани÷ной стохасти÷еской произвоäственной функöии, факторы
неэффективности, произвоäственная эффективностü.
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поëüзуþтся, то ìожно просто поëожитü x
i3
 = 0, ...,

x
in
 = 0). Тоãäа ìоäеëü (3) приìет виä:

Y
i
 = β

0
 + β

j
x
ij
 + ε

i
. (4)

Даëüнейøиì этапоì в наøеì построении, со-
ãëасно конöепöии «ãрани÷ной» стохасти÷еской
произвоäственной функöии, изëоженной в рабо-
тах [1, 2] и ìноãих äруãих, буäет разäеëение всех
сëу÷айных возäействий на «систеìати÷еские», т. е.
оказываþщие неустраняеìое вëияние на объект и
не зависящие от еãо орãанизаöии, и «несистеìати-
÷еские», т. е. обусëовëенные этиì объектоì, то÷-
нее присущей еìу неэффективностüþ. Такиì об-
разоì, ε

i
 = V

i
 — U

i
, ãäе V

i
 — сëу÷айная веëи÷ина,

характеризуþщая вëияние на объеì произвоäства
объекта в i-ì набëþäении ìноãих сëабо сущест-
венных по отäеëüности систеìати÷еских возäейс-
твий, поэтоìу оправäанно с÷итатü, ÷то веëи÷ина
V
i
 иìеет норìаëüное распреäеëение с нуëевыì ìа-

теìати÷ескиì ожиäаниеì и постоянной äисперси-

ей, т. е. V
i
 = N(0, ); U

i
 — независиìая от V

i
 сëу-

÷айная веëи÷ина, характеризуþщая вëияние фак-
торов неэффективности на объеì произвоäства
объекта в i-ì набëþäении.

Пëотностü распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины
U

i
, соãëасно своеìу эконоìи÷ескоìу сìысëу, äоëж-

на иìетü носитеëü (0, +∞). Выбор же конкретноãо
виäа распреäеëения опреäеëяется ìноãиìи тон-
костяìи, описание которых ìожно найти в неко-
торых работах. Наибоëüøее ÷исëо иссëеäований
посвящено треì виäаì распреäеëений веëи÷ины U

i
:

экспоненöиаëüноìу, так называеìоìу «усе÷енно-
ìу в нуëе норìаëüноìу распреäеëениþ» (общий
виä пëотности этоãо распреäеëения указан в § 2) с
нуëевыì иëи ненуëевыì параìетроì µ.

В построенной ìоäеëи

P
i
 = exp β

0
 + β

j
x
ij
 + V

i
 – U

i

преäставëяет собой сëу÷айнуþ веëи÷ину, характе-
ризуþщуþ «факти÷еский» объеì произвоäства
объекта в i-ì набëþäении. Есëи же устранитü из
произвоäственноãо проöесса все факторы неэф-
фективности, то, в сиëу упоìянутоãо требования
на свойства носитеëя распреäеëения веëи÷ины U

i
,

äанный объеì произвоäства повысится äо уровня

 = exp β
0
 + β

j
x
ij
 + V

i
. (4)

Объеì произвоäства, характеризуеìый сëу÷ай-

ной веëи÷иной , в эконоìике принято называтü

«ãрани÷ныì» объеìоì произвоäства, а соотноøе-
ние (5) «ãрани÷ной» стохасти÷еской произвоäствен-
ной функöией иëи «ìоäеëüþ произвоäственноãо
потенöиаëа».

Теперü ввеäеì понятие «произвоäственной эф-
фективности» TE

i
 («technical efficiency» в иност-

ранных работах, которое в оте÷ественных работах
перевоäится äосëовно) объекта в i-ì набëþäении.
Даннуþ веëи÷ину в раìках конöепöии ãрани÷ной
стохасти÷еской произвоäственной функöии опре-
äеëиì сëеäуþщиì образоì:

TE
i
  P

i
/  = exp(–U

i
).

Заìетиì, ÷то TE
i
 явëяется сëу÷айной веëи÷иной,

с вероятностüþ 1 приниìаþщей зна÷ения из интер-
ваëа (0, 1) (т. е. пëотностü распреäеëения веëи÷ины

TE
i
 иìеет носитеëü (0, 1)), так как 0 < P

i
 <  с

вероятностüþ 1 иëи U
i
 > 0 с вероятностüþ 1. Ясно,

÷то апостериорные оöенки характеристик иìенно
сëу÷айных веëи÷ин TE

i
 преäставëяþт собой кëþ-

÷евой эконоìи÷еский интерес на этапе поëу÷ения
резуëüтатов посëе практи÷ескоãо внеäрения ìоäе-
ëи. Оäнако зäесü возникает существенная труä-
ностü, обусëовëенная способоì построения ìоäе-
ëи и связанная с теì, ÷то сëу÷айные веëи÷ины U

i

ненабëþäаеìы, т. е. выявитü истинные зна÷ения
их ÷исëовых реаëизаöий невозìожно. Выхоäоì из
äанноãо поëожения преäставëяется наäëежащий
поäбор характеристик сëу÷айной веëи÷ины TE

i
.

Такиìи наиëу÷øиìи характеристикаìи явëяþтся,
наприìер, ìатеìати÷еское ожиäание и äисперсия
сëу÷айной веëи÷ины TE

i
 при усëовии, ÷то сëу÷ай-

ная веëи÷ина Y
i
 реаëизоваëасü и приняëа зна÷ение

y
i
, т. е. ìатеìати÷еское ожиäание и äисперсия ус-

ëовной сëу÷айной веëи÷ины {TE
i
|Y

i
 = y

i
}. Такиì

образоì, выбрав наибоëее поäхоäящее распреäе-
ëение äëя сëу÷айных веëи÷ин U

i
, перехоäят к ана-

ëизу сëу÷айных веëи÷ин {TE
i
|Y

i
 = y

i
}.

2. ÐÀÑ×ÅÒ È ÀÍÀËÈÇ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ 

ÎÁÚÅÊÒÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÀÍÍÛÕ

Возüìеì в ка÷естве веëи÷ин U
i
 взаиìно незави-

сиìые оäинаково распреäеëенные сëу÷айные ве-
ëи÷ины, иìеþщие усе÷енное в нуëе норìаëüное
распреäеëение с параìетраìи  и σ

U
, т. е. пустü

j 1=

n

∑

σV
2





j 1=

n

∑




Pi
pot





j 1=

n

∑



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=
def
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пëотностü распреäеëения сëу÷айных веëи÷ин U
i

иìеет виä:

(u) = exp

при u > 0 и 0 при u < 0,

ãäе  — норìирово÷ная константа,  = δ
0
 +

+ δ
k
z
ik
; δ

0
, δ

1
, ..., δ

m
 — ÷исëовые параìетры ìо-

äеëи; z
i1
, ..., z

im
 — зна÷ения кажäоãо из m факторов

неэффективности, вëияþщих на объеì произвоäс-
тва объекта в i-ì набëþäении.

Выбор распреäеëения сëу÷айных веëи÷ин U
i

иìенно в такой форìе сäеëан автороì по сëеäуþ-
щиì при÷инаì. Прежäе всеãо, ясно, ÷то äанное
распреäеëение уäовëетворяет упоìянутоìу требо-
ваниþ на свойства носитеëя. Даëее, ÷то саìое
важное в наøей ситуаöии, äанный виä распреäе-

ëения позвоëяет испоëüзоватü еãо параìетр 

äëя иäентификаöии факторов неэффективности,
т. е. в некотороì роäе понятü, наскоëüко изìене-
ние кажäоãо конкретноãо фактора неэффектив-
ности вëияет на объеì произвоäства объекта в i-ì
набëþäении. Иäея испоëüзования иìенно такоãо

распреäеëения и, в особенности, параìетра  в

указанной форìе преäëожена автораìи работы [3].

Сëеäуþщий этап наøеãо построения состоит в

поëу÷ении оöенок вектора q  (σ
U
, σ

V
, δ

m
, ..., δ

1
,

δ
0
, β

n
, ..., β

1
, β

0
) параìетров ìоäеëи на основе наб-

ëþäений y
1
, ..., y

p
, наприìер, ìетоäоì ìаксиìаëü-

ноãо правäопоäобия (äруãие ìетоäы не буäут проще
в сìысëе вы÷исëений). Это саìа по себе сëожная
заäа÷а, требуþщая äоëãих теорети÷еских вы÷исëе-
ний (вывеäения ëоãарифìи÷еской функöии прав-
äопоäобия и ее ÷астных произвоäных) и приìене-
ния ÷исëенных ìетоäов поиска то÷ки ëокаëüноãо
ìаксиìуìа функöии ìноãих переìенных. Лу÷øей
проãраììой по прибëиженноìу вы÷исëениþ этих
оöенок на текущий ìоìент явëяется австраëийс-
кая «FRONTIER Version 4.1».

Всþ необхоäиìуþ теорети÷ескуþ поäãотовку
уäаëосü осуществитü и автору äанной работы не-
зависиìо от резуëüтатов австраëийских иссëеäова-
теëей. Кроìе тоãо, на основе этих теорети÷еских
резуëüтатов автороì также быëа составëена про-
ãраììа. Эта проãраììа (705 строк) преäставëяет
собой ìакрос в Excel, реаëизованный на языке
Visual Basic for Application. Важно отìетитü, ÷то
поëу÷енные автороì теорети÷еские резуëüтаты,

которые буäут описаны äаëее в § 3, иìеþт саìо-
стоятеëüнуþ öенностü, т. е. не важно, какой про-
ãраììный проäукт испоëüзуется äëя проìежуто÷-
ных вы÷исëений — проãраììа автора иëи про-
ãраììа «FRONTIER Version 4.1».

Итак, перейäеì к рас÷ету и анаëизу эконоìи-
÷еских показатеëей произвоäственной äеятеëüнос-
ти эконоìи÷ескоãо объекта на основе статисти÷ес-
ких äанных (изìерений некоторых факторов этоãо
объекта). Рассìотриì произвоäственный объект
(преäприятие) со сëеäуþщиìи фактораìи, изìе-
рения которых осуществëяëисü в те÷ение некото-
роãо вреìени:
� резуëüтат произвоäственной äеятеëüности —
P
i
— объеì произвеäенной проäукöии (в äе-

нежноì выражении, т. е. в öенах, установëен-
ных этиì преäприятиеì на своþ проäукöиþ,
которые быëи постоянны в те÷ение всеãо вре-
ìени набëþäения) за i-й периоä набëþäения
(äенü), i = 1, ..., 60;

� произвоäственные факторы:
L
i
 — объеì труäозатрат (в äенежноì выра-

жении) за i-й периоä набëþäения (зарпëата пер-
сонаëу и т. п.);

K
i
 — объеì сäеëанных капитаëовëожений

(в äенежноì выражении) за i-й периоä набëþäения;
� факторы неэффективности, äействовавøие в

произвоäственноì проöессе в те÷ение i-ãо пе-
риоäа набëþäения:
z
i1
 — проöент сырüя низкоãо ка÷ества;

z
i2
 — проöент устаревøеãо оборуäования;

z
i3
 — проöент персонаëа низкой кваëифи-

каöии.
Все изìерения указанных факторов свеäены в

табëиöу (о соäержании посëеäнеãо стоëбöа табëи-
öы буäет сказано ÷утü äаëее).

Приìенение проãраììы к исхоäныì äанныì

позвоëяет от на÷аëüноãо прибëижения q
0 =

= (0,581771; 0,426903; 0,000000; 0,000000; 0,000000;
0,000000; 0,150734; –0,167316; 2,915334) с соот-
ветствуþщиì зна÷ениеì ëоãарифìи÷еской функ-

öии правäопоäобия L(q0) = –49,231512 поäнятüся

в направëении ãраäиентов äо прибëижения q50 =
= (0,481308; 0,000048; 0,146996; 0,091227; 0,045328;
–2,259680; 0,702475; 0,214623; 1,699819) с соот-
ветствуþщиì зна÷ениеì ëоãарифìи÷еской функ-

öии правäопоäобия L(q0) = –39,857161. Можно
также вы÷исëитü зна÷ения станäартных оøибок и
t-статистик, соответствуþщих оöенкаì параìет-
ров. Оäнако в раìках конöепöии ãрани÷ной сто-
хасти÷еской произвоäственной функöии распре-
äеëение t-статистики (отноøения оöенки пара-
ìетра к еãо станäартной оøибке) не явëяется
распреäеëениеì Стüþäента, так как распреäеëе-

fUi
CµU

i
σU,

1

2πσU

------------------

u µUi
–( )2

2σU
2

------------------------–
 
 
 

CµU
i
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k 1=

m

∑

µUi
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=
def
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Èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàò

Исхоäные äанные
Резуëüтат: 

E{TE
i
|Y

i
 = y

i
}

i y
i
 = lnP

i
x
i1
 = lnL

i
x
i2
 = lnK

i
z
i1

z
i2

z
i3

1 1,547725 2,242410 3,559169 5,028 32,668 7,981 0,043561

2 1,789859 1,535361 4,347655 2,357 38,902 6,675 0,037120

3 2,037594 1,628260 4,497574 2,651 40,228 7,323 0,041957

4 2,581201 1,596353 3,575095 2,548 32,781 5,707 0,139088

5 2,486406 2,165275 3,327838 4,688 31,075 7,206 0,133207

6 1,726807 0,639133 4,523678 2,408 40,464 5,289 0,037330

7 1,903152 1,354796 4,584018 1,835 41,013 6,210 0,036604

8 1,752830 1,845932 4,407743 3,407 39,428 8,136 0,032081

9 2,679239 0,854415 3,660377 2,730 33,398 3,127 0,169436

10 2,620530 0,732505 4,403800 2,537 39,393 5,323 0,097290

11 3,333157 1,233143 2,248762 1,521 25,057 2,773 0,809757

12 3,614102 1,394511 4,090771 1,945 36,073 5,591 0,284030

13 2,419034 2,763116 4,292239 4,311 38,423 8,912 0,055632

14 2,223217 2,286744 3,192532 4,116 30,192 6,477 0,109694

15 3,536392 1,671136 4,180216 1,139 37,474 4,461 0,232565

16 3,269752 0,891998 4,156364 2,796 37,275 3,707 0,214113

17 3,907720 2,657229 4,816139 4,267 36,660 8,431 0,174537

18 2,838728 1,667776 4,284607 1,138 38,358 4,571 0,107651

19 3,071118 0,981329 4,232888 2,963 37,917 4,154 0,163194

20 2,937679 1,439835 4,504623 2,073 36,406 5,832 0,106934

21 2,839195 0,978702 4,475551 2,958 40,031 4,380 0,109193

22 3,677591 0,898127 3,427157 2,807 31,745 3,078 0,536613

23 3,779345 1,392161 4,540461 1,080 40,616 4,719 0,244431

24 2,915009 0,823256 3,582435 2,678 32,834 2,949 0,228078

25 2,854421 1,164752 4,546099 1,357 40,667 5,295 0,101378

26 3,496386 1,183260 4,561981 1,400 40,812 5,398 0,189747

27 2,259634 1,909839 4,385458 3,647 39,232 8,376 0,053357

28 2,810547 1,487270 3,909740 2,212 35,286 5,815 0,141569

29 3,309064 0,459322 3,943098 2,211 29,575 5,421 0,283863

30 2,880076 0,976128 3,656537 2,953 33,370 5,357 0,202328

31 3,263844 1,816289 1,671849 3,299 22,795 3,037 0,999777

32 2,506818 0,736055 0,924259 2,542 20,854 5,680 0,999756

33 3,819890 0,670390 3,726777 2,449 33,889 2,498 0,526356

34 2,311049 2,100347 4,225212 4,411 37,852 8,874 0,060346

35 2,955011 1,399951 4,351000 1,960 38,931 6,091 0,122244

36 2,459246 1,615221 4,354296 2,609 38,960 7,033 0,070933

37 2,475160 1,936869 4,594150 3,751 41,106 8,898 0,056833

38 2,679033 2,128827 3,755135 4,532 34,101 7,994 0,120565

39 3,506179 0,917490 4,900186 2,842 36,728 3,753 0,159963

40 2,540263 1,885553 2,895083 3,555 28,382 5,459 0,202309

41 2,555676 1,966972 3,282827 3,869 30,777 6,457 0,153754

42 2,762602 2,844291 3,921736 4,345 35,380 8,175 0,100000

43 2,203681 1,588419 4,479403 2,523 40,065 7,115 0,050604

44 3,023882 1,905386 3,416119 3,630 31,670 6,509 0,226590

45 3,054378 1,433893 4,562618 2,056 40,817 6,542 0,115520

46 2,525168 1,515347 3,602886 2,296 32,981 5,460 0,131228

47 3,475470 1,977270 4,492136 3,910 40,179 8,882 0,164585

48 2,745667 2,257692 3,369191 5,097 31,351 7,607 0,164396

49 2,596299 1,583299 3,912383 2,507 35,307 6,194 0,111729

50 2,325129 2,231304 3,713475 4,979 33,790 8,286 0,085247

51 2,992076 1,629851 4,143944 1,130 37,172 4,405 0,139658

52 3,293538 2,900105 4,110743 4,368 36,898 8,591 0,147135
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ние сëу÷айных веëи÷ин Y
i
 не явëяется норìаëü-

ныì. Поэтоìу проверка ãипотез о статисти÷еской
зна÷иìости параìетров с поìощüþ t-статистики
затруäнена. При сравнении же ìоäеëей (иäет ëи
ре÷ü о способе построения ìоäеëи, о вкëþ÷ении в
нее тех иëи иных факторов, о выборе распреäеëе-
ния сëу÷айных составëяþщих иëи же о äоверии
поëу÷енныì оöенкаì параìетров) в кажäоì кон-
кретноì сëу÷ае (äëя кажäой конкретной выборки
y
1
, ..., y

p
) преäпо÷тение сëеäует отäаватü той ìоäе-

ëи, которой соответствует боëüøее зна÷ение ëоãа-
рифìи÷еской функöии правäопоäобия. Приìер
поäобноãо сравнения буäет разобран в Закëþ÷е-
нии äанной работы.

Относитеëüно текущих рас÷етов отìетиì ëиøü,
÷то поëожитеëüностü оöенок параìетров δ

1
, δ

2
 и δ

3

свиäетеëüствует о правиëüной интерпретаöии воз-
äействий z

i1
, z

i2
 и z

i3
 как факторов неэффектив-

ности. Наконеö, зна÷ения E{TE
i
|Y

i
 = y

i
; q50} оöенок

ìатеìати÷ескоãо ожиäания усëовной сëу÷айной
веëи÷ины {TE

i
|Y

i
 = y

i
}, соответствуþщие кажäоìу

из периоäов набëþäения, привеäены в посëеäнеì
стоëбöе табëиöы. Как виäиì, наибоëее эффек-
тивной оказаëасü произвоäственная äеятеëüностü
объекта в те÷ение 31-ãо периоäа набëþäения

(E{TE
31

|Y
31

 = y
31

; q50} = 0,999777), а наибоëее не-

эффективной оказаëасü произвоäственная äеятеëü-
ностü объекта в те÷ение 8-ãо периоäа набëþäения

(E{TE
8
|Y

8
 = y

8
; q50} = 0,031081).

3. ÇÀÄÀ×À ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ ÎÖÅÍÊÈ ÎÆÈÄÀÅÌÎÉ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ È ÎÖÅÍÊÀ 

ÎÆÈÄÀÅÌÎÃÎ ÎÁÚÅÌÀ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

Вернеìся к наøеìу построениþ. Итак, пустü

ìы поëу÷иëи вектор   ( , , , ..., , ,

, ..., , ) требуеìых оöенок ìаксиìаëüноãо

правäопоäобия.

Заäаäиìся вопросоì: как вести себя рассìатри-
ваеìоìу эконоìи÷ескоìу объекту, ÷тобы оказатü-
ся максимально эффективным в буäущеì, и ÷то по-
ниìатü поä этиìи фразаìи, выäеëенныìи курси-
воì? Это постановка наøей заäа÷и. Построиì
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äëя ее реøения, т. е. вы-
береì критерий. В ка÷естве такоãо критерия (öеëи
объекта на буäущее) автор преäëаãает взятü макси-
мизацию оценки ожидаемой производственной эф-
фективности (на этот раз безусëовной, так как
рассужäения провоäятся априорно), т. е.

E{TE; } → max. (5)

В иссëеäовании автора показано, ÷то ëоãариф-
ìы x

1
, ..., x

n
 зна÷ений произвоäственных факто-

ров не оказываþт вëияния на äостижение объек-
тоì своей öеëи (5), ÷еãо и сëеäоваëо ожиäатü, со-
ãëасно эконоìи÷ескоìу сìысëу, в отëи÷ие от

вектора z  (z
1
, ..., z

m
) зна÷ений факторов неэф-

фективности. Оäнако вариаöия зна÷ений факто-
ров неэффективности, осуществëяеìая объектоì,
оãрани÷ена ìноãиìи при÷инаìи. Наприìер, не-
которые из этих факторов ìоãут бытü неуправëяе-
ìыìи, затеì, объект ìожет бытü оãрани÷ен в фи-
нансовых затратах на провеäение этих вариаöий и
т. ä. В иссëеäовании автора показано, при каких
усëовиях заäа÷а (5) иìеет реøение (обозна÷иì еãо

÷ерез z0  ( , ..., ), а соответствуþщее еìу зна-

÷ение оöенки ожиäаеìой произвоäственной эф-
фективности — ÷ерез TE

max exp
), а также описан

способ еãо поëу÷ения в этих усëовиях.

Такиì образоì, поставëенная заäа÷а поëно-
стüþ реøена. Поä фразой «вести себя» автор поä-
разуìеваë вариаöиþ зна÷ений факторов неэффек-
тивности, а ÷тобы оказатüся «ìаксиìаëüно эффек-
тивныì» (напоìниì, ÷то поä этиì иìеëасü в виäу
ìаксиìизаöия оöенки безусëовноãо ìатеìати÷ес-
коãо ожиäания произвоäственной эффективнос-

q

)

=
def

σU

)

σV

)

δm

)

δ1

)

δ0

)

βn

)

β1

)

β0

)

q

)

=
def

=
def

z1
0

zm
0

53 2,578646 2,158253 4,544985 4,658 40,657 9,809 0,062217

54 2,546942 1,231685 3,671530 1,517 33,480 4,522 0,135826

55 2,913003 0,651283 4,364728 2,424 39,051 2,843 0,136326

56 2,988355 1,820833 4,164756 3,315 37,345 7,583 0,131613

57 1,184484 1,972413 0,704585 3,890 20,005 5,139 0,238446

58 3,061426 2,233128 4,467332 4,987 39,957 9,976 0,104783

59 3,300419 2,584732 4,999952 4,237 36,810 8,440 0,084883

60 2,646529 1,726510 3,789132 2,981 34,358 6,542 0,124232

Исхоäные äанные
Резуëüтат: 

E{TE
i
|Y

i
 = y

i
}

i y
i
 = lnP

i
x
i1
 = lnL

i
x
i2
 = lnK

i
z
i1

z
i2

z
i3

Окончание таблицы
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ти) в буäущеì с то÷ки зрения выбранноãо крите-
рия, объекту достаточно придать факторам неэф-

фективности значения , ..., . При этоì оöенка

безусëовноãо ìатеìати÷ескоãо ожиäания еãо про-
извоäственной эффективности составит TE

max exp
 и

буäет наибоëüøей среäи всех возìожных. Это и
естü искоìые рекоìенäаöии объекту по орãаниза-
öии операöий в буäущеì.

Теперü априорно оöениì (преäскажеì) ожи-
äаеìый объеì произвоäства объекта, который
посëеäоваë рекоìенäаöияì автора. Итак, пустü
x

1
, ..., x

n
 — ëоãарифìы преäпоëаãаеìых зна÷ений

произвоäственных факторов. В иссëеäовании ав-
тора показано, ÷то искоìая оöенка

P
p + 1

  TE
max exp

exp(  + 0,5 ) Ѕ

Ѕ •...• ,

а также преäëожен способ ìаксиìизаöии оöенки
P
p + 1

 ожиäаеìоãо объеìа произвоäства объекта при

наëи÷ии оãрани÷ений на вариаöиþ зна÷ений про-
извоäственных факторов, а сëеäоватеëüно, и ìак-
сиìизаöии оöенки еãо ожиäаеìой прибыëи (в аб-
соëþтноì выражении) в иìеþщихся усëовиях.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ.
ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 

ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ 
ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ: ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛ

Вернеìся к рассìотрениþ произвоäственноãо
объекта, описанноãо в § 2. Преäставиì себе сëеäу-
þщуþ ситуаöиþ. Пустü еãо руковоäство выäеëиëо
среäства (с öеëüþ повыøения эффективности
произвоäственноãо проöесса), которых äостато÷но
äëя закупки новоãо оборуäования, äовеäя теì са-
ìыì проöент устаревøеãо оборуäования äо 5 %.
С äруãой стороны, пустü в то же вреìя у руковоäс-
тва естü возìожностü заìенитü ÷астü новоãо обо-
руäования устаревøиì (с äопëатой), äовеäя теì
саìыì проöент устаревøеãо оборуäования äо 50 %.
Тоãäа, в öеëях борüбы с неэффективностüþ, о÷е-
виäно, выãоäнее первая стратеãия повеäения. То
же сëеäует и ìатеìати÷ески из реøения заäа÷и (5).
Оãрани÷иìся зäесü рассìотрениеì тоëüко этоãо
простоãо иëëþстративноãо приìера, хотя на прак-
тике по÷ти всеãäа встре÷аþтся крайне нео÷евиä-
ные ситуаöии (управëяеìостü нескоëüкиìи факто-
раìи неэффективности с наëи÷иеì отриöатеëüных
параìетров среäи δ

1
, ..., δ

m
 и оãрани÷енияìи на со-

вокупное возäействие), äëя разреøения которых и
быë приäуìан аппарат § 3.

Итак, на ÷то же ìожет расс÷итыватü наøе преä-
приятие, какова априорная оöенка еãо ожиäаеìоãо
объеìа произвоäства за 61-й периоä набëþäения,
скажеì, при 5 % сырüя низкоãо ка÷ества и 5 % пер-
сонаëа низкой кваëификаöии? Ответ на этот воп-
рос äает сëеäуþщее соотноøение:

P
p + 1

 = 4,569253L0,214623
K

0,702475,

на основе котороãо также ìожно сäеëатü и неко-
торые эконоìи÷еские вывоäы о текущеì поëоже-
нии äеë на иссëеäуеìоì объекте (эëасти÷ностях
и т. п.).

Теперü поëу÷иì ответ на тот же вопрос с пози-
öий кëасси÷ескоãо реãрессионноãо анаëиза. Итак,
приìенение обыкновенноãо ìетоäа наиìенüøих
кваäратов (МНК) äëя тех же исхоäных äанных
(построение кëасси÷еской норìаëüной ëинейной
реãрессионной зависиìости объеìа произвоäства
от произвоäственных факторов без у÷ета факторов
неэффективности) привоäит нас к тоìу, ÷то при
априорной оöенке ожиäаеìоãо объеìа произвоäс-
тва сëеäует испоëüзоватü соотноøение

P
OLS = 11,601663L–0,167316

K
0,150734. (6)

При этоì зна÷ение F-статистики составëяет
2,319484, ÷то ìенüøе крити÷ескоãо зна÷ения
F

0,95
(2; 57) = 3,158843, т. е. уравнение реãрессии (6)

не явëяется статисти÷ески зна÷иìыì на 5%-ì
уровне. Этоãо уже äостато÷но, ÷тобы сказатü, ÷то
äоверятü еìу не сëеäует.

Попробуеì вкëþ÷итü факторы неэффективнос-
ти z

i1
, z

i2
 и z

i3
 в список объясняþщих переìенных

наряäу с x
i1
 и x

i2
, т. е. построиì кëасси÷ескуþ нор-

ìаëüнуþ ëинейнуþ реãрессионнуþ зависиìостü
объеìа произвоäства от произвоäственных факто-
ров и факторов неэффективности. Тоãäа приìене-
ние обыкновенноãо МНК привоäит нас к соотно-
øениþ

P
OLS = 51,455860L0,269280

K
0,818891(exp(z

1
))–0,052213 Ѕ

Ѕ (exp(z
2
))–0,104077(exp(z

3
))–0,156488. (7)

При этоì зна÷ение F-статистики составëяет
5,122700, ÷то боëüøе крити÷ескоãо зна÷ения
F

0,95
(5; 54) = 2,386070, т. е. уравнение реãрессии (7)

статисти÷ески зна÷иìо на 5%-ì уровне. Станäар-
тный реãрессионный анаëиз (воспроизвоäитü зäесü
проìежуто÷ные вы÷исëения не буäеì) указывает
на статисти÷ескуþ незна÷иìостü параìетров β

1
 и

δ
1
 в уравнении (8).

Искëþ÷иì факторы x
i1
 и z

i1
 из списка объясня-

þщих переìенных x
i1
, x

i2
, z

i1
, z

i2
 и z

i3
. Тоãäа при-

z1
0

zm
0

=
def

β0

)

σV
2)

L
β
1

)

K
β
2

)

x3( )exp( )
β
3

)

xn( )exp( )
βn

)
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ìенение обыкновенноãо МНК привоäит нас к со-
отноøениþ

P
OLS = 58,452246L0,826722 Ѕ

Ѕ (exp(z
2
))–0,108762(exp(z

3
))–0,110204. (8)

Поäобрав зна÷ение z
2
, ìаксиìизируþщее POLS

(в сëу÷ае äанноãо приìера это несëожно — отве-
тоì, о÷евиäно, буäут те же 5 %), поëу÷аеì соотно-
øение, äаþщее априорнуþ оöенку ожиäаеìоãо
объеìа произвоäства:

P = 19,557889K 0,826722.

Зна÷ение F-статистики составëяет 7,788282,
÷то боëüøе крити÷ескоãо зна÷ения F

0,95
(3; 56) =

= 2,769431, т. е. уравнение реãрессии (8) статисти-
÷ески зна÷иìо на 5%-ì уровне. Даëее, станäарт-
ный реãрессионный анаëиз указывает на статисти-
÷ескуþ зна÷иìостü всех параìетров в уравнении
(8). Наконеö, анаëиз остатков показывает, ÷то их
выборо÷ное среäнее равно нуëþ, а набëþäенный
уровенü зна÷иìости критерия хи-кваäрат Пирсона
проверки ãипотезы об их норìаëüности оказыва-
ется равен 0,655790. Такиì образоì, все усëовия
теореìы Гаусса—Маркова äëя ìоäеëи (8) выпоë-
няþтся и приìенение кëасси÷ескоãо норìаëüноãо
ëинейноãо реãрессионноãо анаëиза к исхоäныì
äанныì впоëне оправäанно.

Теперü заìетиì, ÷то ìаксиìуì ëоãарифìи÷ес-
кой функöии правäопоäобия äëя ìоäеëи (8) со-
ставëяет (–41,492044), а ìаксиìуì ëоãарифìи÷ес-
кой функöии правäопоäобия, поëу÷енный в § 2,
составëяет (–39,857161). Возникает вопрос: стоиë
ëи стоëüких усиëий стоëü незна÷итеëüный выиã-
рыø? Так, есëи требуется поëу÷итü тоëüко «преä-
сказание», то в наøеì конкретноì сëу÷ае поëüзо-
ватüся ëоãи÷нее той ìоäеëüþ, которая проще в
сìысëе вы÷исëений, т. е. основана на обыкновен-
ноì МНК. Теì боëее, ÷то эта ìоäеëü обëаäает не-
оспориìыìи преиìуществаìи по сравнениþ с ìо-
äеëüþ, основанной на конöепöии ãрани÷ной сто-
хасти÷еской произвоäственной функöии. В саìоì
äеëе, äостато÷но упоìянутü ëиøü о возìожности
проверки статисти÷еской зна÷иìости уравнения
ìоäеëи и еãо параìетров. Это невозìожно в раì-
ках конöепöии ãрани÷ной стохасти÷еской произ-
воäственной функöии, так как не выпоëняþтся
усëовия теореìы Гаусса—Маркова.

Оäнако äопоëнитеëüной инфорìаöией, кото-
руþ ìожно поëу÷итü на основе иìеþщихся äан-
ных, приìеняя конöепöиþ ãрани÷ной стохасти-
÷еской произвоäственной функöии, и невозìожно
поëу÷итü, приìеняя кëасси÷еский реãрессионный

анаëиз, сëужат произвоäственные эффективности
произвоäственноãо проöесса в те÷ение кажäоãо
проøеäøеãо периоäа набëþäения. За÷астуþ äан-
ная инфорìаöия бывает о÷енü существенной, и
иìенно äëя ее поëу÷ения и быëа созäана указан-
ная конöепöия. Сравнение эффективностей поз-
воëяет выявитü саìые эффективные и, ÷то еще
важнее, саìые неэффективные периоäы äеятеëü-
ности эконоìи÷ескоãо объекта. Реøение же о тоì,
нужна ëи такая инфорìаöия, приниìается кажäыì
анаëитикоì в соответствии с еãо ëи÷ныìи öеëяìи
и öеëяìи руковоäства иссëеäуеìоãо эконоìи÷еско-
ãо объекта. Заìетиì ëиøü, ÷то äанная инфорìаöия
появëяется апостериори, т. е. это инфорìаöия на
основе проøëоãо о проøëоì. Цеëü же äанной ста-
тüи состояëа в разработке приëожения, которое
сìоãëо бы существенно расøиритü резуëüтатив-
ностü и возìожности конöепöии, позвоëив оöени-
ватü буäущее.

Такиì образоì, есëи естü наìерение приìенитü
к какиì-то äанныì конöепöиþ ãрани÷ной стохас-
ти÷еской произвоäственной функöии, то, по ìне-
ниþ автора, буäет о÷енü разуìныì и поëезныì
сравнитü поëу÷енные на ее основе резуëüтаты с ре-
зуëüтатаìи, которые позвоëит поëу÷итü ëу÷øая из
возìожных ìоäеëей, основанных на кëасси÷ескоì
реãрессионноì анаëизе.

В закëþ÷ение автор выражает признатеëüностü
реöензентаì за вниìатеëüное про÷тение рукописи
и поëезные заìе÷ания, а также Е.В. Чепурину,
Л.А. Муравüþ и С.А. Панову за пониìание и поä-
äержку.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Aigner D.J., Lovell C.A.K., Schmidt P. Formulation and estima-

tion of stochastic frontier production function models // Jour-

nal of Econometrics. — 1977. — Vol. 6. — P. 21—37.

2. Meeusen W., van den Broeck J. Efficiency estimation from

Cobb — Douglas production functions with composed error //

International Economic Review. — 1977. — Vol. 18. — P. 435—

444.

3. Battese G.E., Coelli T.J. Prediction of firm-level technical effi-

ciencies with a generalised frontier production function and

panel data // Journal of Econometrics. — 1988. — Vol. 38. —

P. 387—399.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

А.С. Манделем.

Барминский Александр Владимирович —
ассистент кафеäры высøей и прикëаäной ìатеìатики,
ГОУ ВПО «Межäунароäный университет прироäы, общества
и ÷еëовека «Дубна», �8 (496) 212-24-65,
e-mail: a_barminsky@mail.ru.


